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一类广义非扩张映射的不动点性质

张少勇， 朱 鹏
( 哈尔滨理工大学 理学院，黑龙江 哈尔滨 150080)

摘 要:将 W. kirk最著名的结果: 具有正规结构自反的 Banach空间关于非扩张映射具有不动
点性质，推广到更加一般的映射形式，即:‖T( x) － T( y) ‖≤a1 ( t) ( d( x，y) ) ‖x － y‖ + a2 ( t) ( d

( x，y) ) ‖x － T( x) ‖ + a3 ( t) ( d( x，y) ) ‖x － T( y) ‖，其中∑
3

i = 1
ai ( t) ≤1，且 ai ( t) : ( 0，+∞ ) →( 0，1)

单调递减，研究了具有正规结构自反的 Banach空间关于上述映射具有不动点性质。
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The Fixed Point Property of a Class of Generalized
Non-expansive Mappings

ZHANG Shao-yong， ZHU Peng
( School of Applied Science，Harbin University of Science and Technology，Harbin 150080，China)

Abstract: In this paper，the most famous result by W. kirk is that the non-expansive mapping has the fixed
point property in a Banach space with normal structure reflexive is extended to a more general form of mapping，
namely:‖T( x) － T( y) ‖≤a1 ( t) ( d( x，y) ) ‖x － y‖ + a2 ( t) ( d( x，y) ) ‖x － T( x) ‖ + a3 ( t) ( d( x，y) ) ‖x －
T( y) ‖，where ai ( t) : ( 0，+∞ ) →( 0，1) monotone decreases，a reflexive Banach space X with normal structure
has the fixed point property for the mapping mentioned above.
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0 引 言

1912 年，德国数学家 Brouwer 在运用度理论在
拓扑学的基础上，证明了关于连续单值映射的一个

著名的不动点定理［1 － 6］。后来 Schauder，Kakutani
等人又相继对 Brouwer的结果进行推广［7 － 9］。
不动点理论的研究一直都是数学研究的热门问

题。许多年来，许多数学工作者通过各种方法不断
丰富不动点理论，把单值压缩映射的不动点定理推

广到多值映射的情况［10 － 15］。20 世纪初，Banach 提
出了著名的 Banach 压缩映射原理。Banach 压缩映
射的一种自然推广是非扩张映射，Ｒ. de Marr 得到
了一个关于非扩张映射不动点理论的重要结果，它

是著名的 Kakutani-Marko不动点定理的推广［16 － 19］。
此后不久，Brouwer，Kirk，Petryshyn 分别讨论了定义



在距离空间有界闭凸集上的非扩张映像不动点存在

性，将其部分结果推广到平均非扩张映射的

情形［20］。

1 预备知识

本文以 X表示 Banach空间。
定义 1［21］ 映像 T: X→X，若存在 x* ∈X，使得

x* = T( x* ) ，则称 x* 为映像 T的不动点。
定义 2［22］ 若 C 是 X 的非空有界闭凸子集，

T: C→C。如果是指对于x，y∈C，有‖Tx － Ty‖≤
‖x － y‖，则称 T为 C到其自身的非扩张映射。
定义 3 称 Banach 空间 X 具有不动点性质

( FPP) 是指定义在 X每一个非空有界闭凸子集上的
非扩张自映射具有不动点。称 Banach 空间 X 具有
弱不动点性质( WFPP) 是指 X 上的每一个弱紧凸子
集的非扩张自映射具有不动点。
定义 4 设 K是 Banach空间 X的任一子集，称

K具有正规结构是指对 K的任意有界的凸子集 H，H
不是单点集，存在 x0∈H，使得
sup{‖x0 － x‖: x∈H} ＜ diam( K) =
sup{‖x － y‖: x，y∈H}
其中 x0 为非直径点。
定义 5 设 C 是 X 中的弱紧凸子集，T: X→X，

称 C是 T的最小不变子集是指 C 中不存在有界闭
凸真子集 A满足 T( A) A。
定义 6 设( X，d) 是一个距离空间，T: X→X，称

序列{ xn}X为 T的渐近不动点序列( afps) 是指当
n→∞时，有 d( xn，Txn ) →0。
定义 7 设{ xn} 为 Banach 空间 X 中的序列，其

渐近半径和渐近中心是指 X的子集 B定义:
ra ( { xn} ，B) = inf{ limsupn→∞

‖xn － y‖: y∈B} ，

za( { xn} ，B) = { y∈B: limsup
n→∞

‖xn － y‖ = ra( { xn} ，B) }

则称 ra ( { xn} ，B) 和 za ( { xn} ，B) 分别为 B 的渐近半

径和渐近中心。当 B = cov ( { xn } ) 时，分别记 ra

( { xn} ，cov ( { xn } ) ) 和 za ( { xn } ，cov ( { xn } ) ) 为 ra
( { xn} ) 和 za ( { xn} ) 。
定义 8 在 Banach 空间 X 中，设 DX 为有界

闭凸集，记

rx ( D) = sup{‖x － v‖: v∈D}
r( D) = inf{ rx ( D) : x∈D}

C( D) = { z∈D: rz ( D) = r( D) }
r( D) 和 C( D) 分别称为 D 的 Chebyshev 半径和

Chebyshev中心。

显然，
diam( D)

2 ≤r ( D) ≤diam( D) ，若 r ( D) =

diam( D) ＞ 0，则称集合 D为直径集。
引理 1［23］ Banach 空间 X 为自反的充分必要

条件是 X任意闭凸子集列

AnAn － 1，有∑
∞

n = 1
An≠φ。

引理 2［24］ Zorn 引理: 若偏序集 S 的每一个全
序子集都有一个上确界，则 S有极大元。
定理 1［25］ Kirk结果: 设 X是自反的 Banach空

间，且有正规结构，T: C→C，则 T具有不动点。

2 主要结果及证明

本文是将著名的 Kirk 结果推广到一类非扩张
的映射。
定理 1 若 X 是自反的且具有弱正规结构的

Banach空间，CX是有界凸集，T: C→C 连续，并且

∑
3

i = 1
ai ( t) ≤1，其中 ai ( t) : ( 0，+ ∞ ) →( 0，1 ) 单调递

减，对x≠y，有
‖T( x) － T( y) ‖≤a1 ( t) ( d( x，y) ) ‖x － y‖ +
a2 ( t) ( d( x，y) ) ‖x － T( x) ‖ +
a3 ( t) ( d( x，y) ) ‖x － T( y) ‖，
则 T在 X中存在不动点。
证明: ( Ⅰ) 证明存在渐近不动序列
由于 C有界，设‖y‖≤M，y∈C，固定 x0∈

C，定义 Tn ( x) =
x0
n + n － 1

n T( x) ，有

‖Tn ( x) － Tn ( y) ‖ =
x0
n + n － 1

n T( x) －
x0
n + n － 1

n T( y( )) =

n － 1
n ( T( x) － T( y) ) =

n － 1
n ‖T( x) － T( y) ‖

则 Tn 为压缩映射。
从而xn∈C，使得 xn = Tn ( xn ) ，于是‖Tn ( xn )

－ xn‖ = 0，故
‖xn －T( xn)‖ =‖xn －Tn( xn) +Tn( xn) －T( xn)‖≤
‖xn － Tn ( xn ) ‖ +‖Tn ( xn ) － T( xn ) ‖ =
‖Tn ( xn ) － T( xn ) ‖ =
x0
n + n － 1

n T( xn ) － T( xn ) ≤
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‖x0‖
n + 1

n‖T( xn ) ‖≤
2M
n →0

因此存在渐近不动点序列，即 lim
n→ +∞

‖xn － T( xn )

‖ = 0。
( Ⅱ) 证最小不变子集的存在性
设 Γ = { DC，D是 C的闭凸子集，D≠φ，T( D)

D}。
显然，Γ非空，且每一个单调递减的子列都有下

界，由 Zorn引理，Γ存在极小元，记作 D0。
由最小不变子集的性质可知，对于x∈D0，有

lim
n→∞
‖xn － x‖≤D( D0 ) 。事实上，任取一点 x∈D0，

则{‖xn － x‖} +∞
n = 1为有界数列，limn→∞

‖xn － z‖≤s，

令 Ds = { z∈D0 : limn→∞
‖xn － z‖≤s} ，则

1) 因为 x∈Ds，所以 Ds≠φ
2) Ds 是凸集
因为z1，z2∈Ds，λ∈( 0，1) ，有

lim
n→∞
‖xn － ( λz1 + ( 1 － λ) z2 ) ‖ =

lim
n→∞
‖xn － λxn + λxn － λz1 － ( 1 － λ) z2‖ =

lim
n→∞
‖xn + ( 1 － λ) xn － λxn － λz1 － ( 1 － λ) z2‖ =

lim
n→∞
‖λ( xn － z1 ) － ( 1 － λ) ( xn － z2 ) ‖≤

lim
n→∞
( ‖λ( xn － z1 ) ‖ +‖( 1 － λ) ( xn － z2 ) ‖) ≤

λ lim
n→∞
‖xn － z1‖ + ( 1 － λ) lim

n→∞
‖xn － z2‖≤

λs + ( 1 － λ) s = s
故 Ds 是凸集。

3) Ds 为 T的不变子集，即证在 T: Ds→Ds 非扩
张映射中，对于z∈Ds，有 T( z) ∈Ds。
因为 a1 ( t) + a2 ( t) + a3 ( t) ≤1，所以有

d≤
a1 ( t) + a2 ( t)
1 － a3 ( t)

s≤s

lim
n→∞
‖xn － T( z) ‖ =

lim
n→∞
‖xn － T( xn ) + T( xn ) － T( z) ‖≤

lim
n→∞
‖xn － T( xn ) ‖ + lim

n→∞
‖T( xn ) － T( z) ‖ =

lim
n→∞
‖T( xn ) － T( z) ‖≤

lim
n→∞
{ a1 ( t) ( d( xn，z) ) ‖xn － z‖ +

a2 ( t) ( d( xn，z) ) ‖xn － T( xn ) ‖ +
a3 ( t) ( d( xn，z) ) ‖xn － T( z) ‖}≤s
从而 T( z) ∈Ds，即 T( Ds ) Ds。
又由于 DsC，Ds 为 T上的不变闭凸子集，且 C

是 T的最小不变子集，因此，Ds = C。

Θ lim
n→∞
‖xn － x‖ = D( C) ，且渐近不动点序列的

子列仍是渐近不动点序列，所以对于任意子列{ xni }

{ xn} 有limi→∞
‖xni － T( xni ) ‖ = 0。

假设 lim
n→∞
‖xn － x‖ = t，使得{ xni}{ xn} 满足，

lim
n→∞
‖xn － x‖ = t，因此 t = D( C) ，即x∈C，

lim
n→∞
‖xn － x‖ = D( C) ，有 lim

n→∞
‖xn － x‖ = s。

故 Ds 为 T的最小不变子集
( Ⅲ) 证明 s = D( Ds )

考虑集合 F = { u∈C:‖u － x‖≤s，x∈Ds} 则
F非空。
由于{ xn } 是弱序列紧的，故x'∈C，使得 xni

→
w

x'，利用范数的弱下半连续性，对于u∈C，有

‖u － x'‖≤lim
i→∞
‖u － xni‖≤ lim

n→∞
‖u － xn‖≤s，即 x'

∈F。
现设 s ＜ D ( Ds ) ，由于 Ds 是最小不变子集，往

证，Cov( T( Ds ) ) 也是不变子集。

x∈Cov( T( Ds ) ) ，yn∈Cov( T( Ds ) ) 使得 yn

→x，从而 T( yn ) →T ( x) ，且 T ( yn ) T ( Ds ) CoT
( Ds ) 。

故 T( x) ∈CovT( Ds ) ，

即CovT( Ds ) 闭、凸且对 T 不变，但 Ds 极小，从

而Cov( T( Ds ) ) = Ds。

对于x∈Ds = Cov( T( Ds ) ) ，ε ＞ 0，xi∈Ds

( i = 1，2，…，n) ，使得

‖x －∑
n

i = 1
λ iT( xi ) ‖ ＜ ε

∑
n

i = 1
λ i = 1

设 w∈F，则

‖T( w) － x‖ =‖T ( w) － x － ∑
n

i = 1
λ iT ( xi ) + ∑

n

i = 1
λ iT

( xi ) ‖≤

‖T( w) －∑
n

i = 1
λ iT( xi ) ‖ +‖x －∑

n

i = 1
λ iT( xi ) ‖≤

‖T( w) －∑
n

i = 1
λ iT( xi ) ‖ + ε≤

∑
n

i = 1
λ i‖T( w) － T( xi ) ‖ + ε≤

∑
n

i = 1
λ i{ a1 ( t) ( d( w，xi ) ) ‖w － xi‖ +

a2 ( t) ( d( w，xi ) ) ‖w － T( w) ‖ +
a3 ( t) ( d( w，xi ) ) ‖w － T( xi ) ‖} + ε≤s + ε
由于 ε，x∈Ds 的任意性，所以 T ( w) ∈F，即 T

( Ds ) Ds。因为 Ds 为 T 的不变子集是最小不变子
集，因此 lim

n→∞
‖xn － x‖ = D( Ds) = s。

若 Ds 不是单点集，即有 Ds = { x1，x2，…，} ，由于
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Ds 具有正规结构，则xC∈Ds，使得

α = sup
x∈Ds
‖xC － x‖ ＜ D( Ds )

又因为lim
n→∞
‖xn － x‖ =D( Ds ) ，与上式中limn→∞

‖xn － x‖
＜ D( Ds ) 矛盾，故 Ds 是单点集，证毕。
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